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RESUMEN

Se resuelve el problema de construccién de intervalos de confianza para estimaciones de probabilidades
mediante modelos logisticos multivariados asi como para computar los intervalos correspondientes a indices
basados en los parametros que se obtienen del ajuste de dichos modelos. Los procedimientos se ilustran
con un ejemplo en le que la regresién logistica se aplica a la estimacion del consumo de la leche materna.

ABSRACT

Formulas to compute confidence intervals for probabilities obtained using multivariate logistic models are
provided. Many indexes base in parameters of the logistic regression have been proposed in the literature
but no confidence intervals are always attached to estimation formulas. We are suggesting here a general
way to obtain them and illustrating their application to several examples related with breast feeding studies.

|.-INTRODUCCION

La regresion logistica es actualmente uno de los instrumentos estadisticos mas connotados de que se
dispone para el andlisis de datos en clinica y epidemiologia. Su origen en la forma en que se maneja
contemporaneamente, se debe al trascendente trabajo de Walker y Duncan™ en que se resolvid el
problema de estimar la probabilidad de ocurrencia de cierto suceso en funcién de varias variables. Su uso
se generaliza desde principios de los afno 80 gracias a las facilidades computacionales con que se cuenta
desde entonces.

En los ultimos afos se ha verificado una presencia muy marcada de esta técnica tanto en la literatura
destinada a temas metodoldgicos como en los mas diversos articulos cientificos biomédicos. Como indicio
de cuan profusamente esta siendo usada en la produccion cientifica contemporanea, cabe mencionar que,
segln Hosmer, Taber y Lemeshow®, de los 579 articulos publicados en el American Journal of Public
Health entre 1985 y 1989, 113 (el 20%) usaron esa técnica. Silva, Pérez y Cuellar® consignan, por su parte,
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que aproximadamente uno de cada tres trabajos publicados por American Journal of Epidemiology entre
1986 y 1990 apelan a este recurso.

En muchos casos, los trabajos proponen o aplican la estim4a1c1:ién puntual de indices basados en los
parametros que se obtienen del ajuste de la regresién Iogistica‘ ") Entre ellos se destaca el caso en que,
simplemente, el resultado de evaluar la funcién logistica para un vector dado es utilizado en calidad de
indicador.

Tipicamente, sin embargo, no se ofrecen intervalos de confianza para estas estimaciones lo cual, a tenor
con las recomendaciones hoy bastante extendidas®?, constituye una notable insuficiencia.

En el presente trabajo se proporcionan férmulas para el cémputo de dichos intervalos de confianza. Los
procedimientos se ilustran con un ejemplo en que la regresion logistica se aplica a la estimacion del
consumo de leche materna, tomado de un libro general sobre el tema™" Se ofrece una solucion y la
correspondiente ilustracion tanto para el caso del valor que toma la funcién logistica propiamente dicha
como para tres indicadores basados en sus parametros.

Il. REGRESION LOGISTICA EVALUADA EN UN VECTOR

Supongamos que para expresar la probabilidad de cierto acontecimiento en funcion de & variables se ha
ajustado la funcién siguiente:
1

p(t stos oot )= [1]
P T L exp(-By - Byt - By ta - B i)

Como resultado de ese proceso, se obtiene el vector de estimaciones maximo verosimiles de los k+1
parametros:

(By-Bro++ B

asi como la estimacién de su matriz de varianzas y covarianzas, todo susceptible de ser obtenido al aplicar
programas informaticos de uso regular.

O * . . e . . ~ * *
Denotaremos por Var(B,) a la varianza estimada del i-ésimo de los estimadores y por Cov(p; ,Bj) ala
estimacion de la covarianza entre los coeficientes iy j.

Como se ha dicho, la simple evaluacion de la funcién estimada en un vector especifico t = (t;,t,,, ty) €S
ocasionalmente considerada como un indicador para el cual se desea un intervalo de confianza.

Se puede demostrar (véase ANEXO 1) que unos limites al 100(1-a)% para p(t) vienen, dados por la

férmula:
1

1+exp{p () FZ,s(t)}

[2

donde
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W= B YR

sz(o=Var(BZHit?Var(ﬁmZ_itiéov(BI;,B?)+2Ztitjéov(ﬁi‘,ﬁ'j> [3]

I<i<j

o
yZ, es el percentil100(1 - 5) de la distribucién normal estandar.

Por ejemplo, en un trabajo destinado a caracterizar globalmente el consumo de lactancia materna en Cuba,
Amador, Silva y Valdes!® ajustan un modelo de regresién logistica univariado (caso k =1) a partir de una
muestra de tamafio n =1000 niflos menores de un afo. A cada sujeto se le registré la edad ¢ en diasy su
status en el momento de la encuesta respecto de la lactancia materna exclusiva, variable ésta que valia 1 si
el nino aun se mantenia lactando de la madre, y 0 en caso de que ya hubiera abandonado esa practica.

Al ajustar la probabilidad de que el nifio se mantenga lactando en funcién de la edad, se obtuvieron’ las
siguientes estimaciones:

B,=0.7364 B, =0.0174 [4]
Var(B,) =0.0222700; Var(;) =0.0000022  [5]

Cov(pB,.B,) =-0.0001800 6]

Asi, si por ejemplo se quiere estimar la probabilidad de que un nifio se mantuviera consumiendo leche
materna a los 90 dias de nacido, hay que evaluar la funcion [1] usando [4] para ¢ = 90 :

N 1
p(90) = 1 4 o 07364+0.017490) =0.303

Es decir, se estima que a los tres meses de nacidos el 30.3% de los nifios aln se mantiene lactando del
seno materno.

Al aplicar [3] en este caso particular, usando [5] y [6], se tiene:
% (1) =0.0222700 - 0.0003600 t + 0.0000022 ¢*

En la Tabla 1 aparecen los valores estimados de la funcién logistica para 13 valores de 7y, sus respectivos
intervalos confidenciales al 95% obtenidos usando [2], los cuales se reflejan graficamente en la Figura 1.

Para obtener estos resultados se usd el programa MULTLR"" .
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Tabla 1 Valores estimados de la funcién logistica para 13 argumentos y respectivos intervalos de
confianza al 95%

Figur?)1 Curva logistica y bandas de confianza
p(x

038
06
04

H

02

t Lim inf | 27 | Lim sup

0 0,609 | 0,676 | 0,737
30 | 0,497 | 0553 | 0,609
60 | 0,380 | 0,424 | 0,469
90 | 0,269 | 0,304 | 0,341
120 | 0,174 | 0,206 | 0,241
150 | 0,106 | 0,133 | 0,166
180 | 0,061 | 0,084 | 0,113
210 | 0,035 | 0,051 | 0,075
240 | 0,019 | 0,031 | 0,050
270 | 0,011 | 0,019 | 0,033
300 | 0,006 | 0,011 | 0,021
330 | 0,003 | 0,007 | 0,014
360 | 0,002 | 0,004 | 0,009

60

120

160

dias

240

300

|—Banda inferior —Funcion —Banda superior|

360
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] INDICES BASADOS EN LOS PARAMETROS DE REGRESION LOGISTICA

A continuacioén se exponen las férmulas para computar tres indicadores asociados a la regresién logistica en
el caso unive(lﬂ?do y los intervalos correspondientes, todos los cuales se fundamentan detalladamente en el
libro de Silva"™".

.1 PERCENTIL DE LA DISTRIBUCION DE LA EDAD DE ABANDONO DE LA LACTANCIA

Habiéndose hecho el ajuste de la funcion logistica univariada, suele ser de interés estimar la funcién inversa
para una probabilidad especificada (percentil asociado a esa probabilidad).

Si @ es un nimero dado entre 0 y 1, se trata de hallar M,, tal que p(M,) = ®. De interés particular es la
situacién en que ® =0,5, en cuyo caso M,, es la mediana de la distribucion de la variable t .

Elindicador M,, , expresado en términos de los parametros 3,y 3, , admite la siguiente expresion:

Al computar el valor de [8] con los resultados del ejemplo para ® = 0,5 se obtiene:

A

M, =42,32
Usando recursos simples de estadistica inferencial™®, puede demostrarse (véase ANEXO 2) que un

intervalo de confianza al 100[1 - qL]% para M, Viene dado por la férmula siguiente:

17 S+ Var(h) + 25, Cov )

1

Tomando ahora el valor de g que proceda, se impone la confianza que se desee. Por ejemplo, para

conseguir quel - izz 0.95, hay que elegir q=4.47 .
q

En ese caso, al aplicar [9] al ejemplo, el intervalo confidencial al 95% para Af, 5 €s: (15.62; 69.03).
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.2 INDICE DE DESERCION

El Indice de Desercion (ID) de la lactancia materna, introducido por Amador, Silva y Valdés ) procura
estimar qué porcentaje de los nifos que lactaban al comienzo de la vida se mantienen haciéndolo cuando
han transcurrido f dias. Este parametro se define del modo siguiente:

_PO-p®
p(0)
En nuestro ejemplo la estimacion puntual para el indice de desercion a los tres meses (t = 90) es:
N p(0) - p(90) _0.677-0.304
” p(0) 0.677

ID:

=0.551

1
La formula (vease ANEXO 2) para computar un intervalo de confianza al / 00[1 - —2)% para]D,es:

/
iD.FqECM(ip,)  [11]

ECM(ip,) = p(0)*ip’ Var(B,) + (¢*)(1- ID)*[1- p(O) T’ Var(B))

Donde

+2tID (1-ID) p(O[1- p(t)]Cov(B, *,B;)
Tomando q = 4.47 como antes, se obtiene que ID, para t =90 se halla en el intervalo (0.301,0.800) con
confianza del 95%.

111.3 INDICE DE LACTANCIA ACUMULADA

El indice de lactancia acumulada (ILA), sugerido por Amador y col™®, expresa qué porcion de toda la
lactancia potencialmente practicable por los niflos de una comunidad durante los primeros 4 meses de vida
ha sido efectivamente aprovechada. Viene definido por la integral siguiente:

120

1
ILA=— | p(t)dt
120 !p()

Es facil demostrar la validez de la expresion siguiente:

_ | ln{ l—p(O)} 2]
120B, | 1-p(120)

Con los datos del ejemplo se obtiene que:

fLA=—in| PO |_ 4208
120p, | 1-p(120)
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1
En el ANEXO 2 se prueba que el intervalo de confianza aIlOO[l——zj%viene dado por la siguiente

q
expresion:
ILAFqyECM(LA) [13]
con
ECM(EA)_L{ [p(120) - p(O)] (Bo) [f)(lZO)—iLA]\Afar(Bf)
§

+ [p120) - p][pc120) - iLa COV%,B;)}

Finalmente, haciendo las sustituciones pertinentes y tomando q = 4.47 se obtiene: (0.336; 0.524) como
intervalo de confianza para ILA al 95%.

Comentario final

Como se ve, las férmulas obtenidas permiten computar intervalos de confianza de indicadores bajo
condiciones considerablemente generales. Seria conveniente e interesante, sin embargo, estudiar el error
en que se incurre al despreciar términos en el desarrollo de Taylor; se podrian incluir mas sumandos de la
serie y examinar el efecto de la aproximacion aqui utilizada. Por otra parte, el resultado basico del que se
desprenden las formulas [9], [11] y [13] puede generalizarse a la regresion logistica multivariante, desarrollo
que seria potencialmente Gtil para ocasionales indicadores que se desarrollen en ese caso.
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ANEXO 1
REGION DE CONFIANZA PARA LA FUNCION LOGISTICA

Consideremos la funcién logistica multivariada con parametros B,f,,...5, : p(t)=[1+eu<r>]1 donde
k

HO=-Bo- Y 6B t=(trtarnty)
i=1

* * * . ;. s
Supongamos que (., ».--B,) es el estimador maximo verosimil de (B, f,....,) basado en una muestra
aleatoria de tamanio 7 suficientemente grande como para admitir que dicho vector de estimaciones sigue

una distribucién normal multivariada‘®.

k
Se cumple entonces que, asintéticamente, para todo vector ¢ fijo, la variable aleatoria p (t) = -, - Z ti B;
i=0
tiene distribucion normal con media p(t) y varianza igual a:

o’(t)= Var(Bz )+ Zk: thar(Bf) + 221(: tiCOV(Bz ,Bf) + ZZ titjCov(Bf,Bj)
i=1 i=1 1<i<j

Asi como que
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s2(t) = Var(B.) + it?f/ar(ﬁf) + Ziti@OV(BZ,BT) +2Y" t,t,Cov(B;.B)
i=l iml

I<i<j

es un estimador insesgado de ¢ (t) .

Teniendo ahora en cuenta la expresion del intervalo de confianza para la media de la distribucién normal:

Prl' -z s <p®<p ®+ 7z s0)]=1-a

o
donde si @ es un nimero tal queO<a <1y Z, es el percentil 100[1 - —\ de la distribucion t de Student

J
con n-1 grados de libertad. De aqui se deduce que:

Pr le”*“)'z" S < GO < eu*m +zas<t)J= 1-a

y, finalmente, que:

Pr 1 Sp(t)s*; =1-0
1+ 4 O+ 250 ] + o ©-Zo50

Notese que, considerando los extremos del intervalo como funciones de ¢, se obtiene una regién de
confianza al 100(1 - @)% para la funcién logistica.

ANEXO 2:

INTERVALO PARA 3 INDICES BASADOS EN LOS PARAMETROS DE LA REGRESION LOGISTICA
UNIVARIADA

Como puede apreciarse facilmente, la deduccién usada en el ANEXO 1 hace uso del cardcter decreciente
de la funcion logistica con respecto a (t); el razonamiento anterior es vélido, de hecho, para hallar un
intervalo confidencial de cualquier indicador que resulte de una transformacién estrictamente monétona de la
expresion (t).

Sin embargo, esto no se cumple necesariamente. Ninguna de las expresiones [7], [10] y [12] esta en ese
caso. Se presenta ahora una solucién que prescinde del caracter moné6tono de un indicador con respecto a
la expresion p(t) . Para ello resultan esenciales los dos resultados siguientes:

pagina -9-



R1) Teorema de Taylor

Si f es unafuncion m veces diferenciable de 9{]"1 en N entonces:

m-1
f(b) - f(a) = Z:'de(a;b -a) +$dmf(h;b- a)
s=] VO :

donde ay b son elementos de R*’/,h=0a+(1-0)bcon 0<O<1,y donde d‘'f(a;b-a)es la
diferencial de orden s de la funcién f evaluada en (a;b-a).

R2) Desigualdad de Chebyshev
Si X es una variable aleatoria tal que E(X - r)2 existe, siendo r un nlmero real, entonces para todo

q>0: P(IX—rI<qw/E(X—r)2 )21-12
q

Se pretende ahora hallar un intervalo confidencial para f(ﬁﬂ,ﬁl), supuesto que f es una funcién dos

veces diferenciable de R’ en R.

Sea f(,B;,,Bj) un estimador de f(f, f,). Poniendo en el Teorema de Taylor

m=2,k=1,a=(f,,,).b=(p,, B,), despreciando el ultimo sumando, y teniendo en cuenta que:

of . of .
df(a;b-a) = a_BO(Bo - B0)+a_Bl(Bl - B1)
se obtiene:
f(By.B1) - £(By.B) = 35 (By-Bo) + Ty B, -B)
El error cuadratico medio de f(ﬁ;,ﬁj) es:
2 2
of of of of
ECM(f(B,.B,)) = {W} Var(B,) + {ﬁ} Var(B) + 2££C0V(Bo B
0 1 0 1

=E[df(a;b-a)]’

Sustituyendo en la desigualdad de Chebyshev, se tiene:

I-5<P k(BZ,Bf) -qECM(f(B,.B,) < f(B,.B,) < f(By.B,) +4+/ ECM(f(BZ,Bf))J

Esta expresion ofrece un resultado general, que se puede aplicar a cada uno de los tres indicadores [7], [10]

A

)
y [12] considerados en el cuerpo del articulo. Todo se reduce a establecer el valor de —— yien cada
0 1
caso, tal y como se hace a continuacion.
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(A) Percentil de la distribucion

Mo =1(By.B) =

oM, _ 1 dMs_ Ma

Es inmediata la comprobacion de que se cumple que: =-— ——=-
B, B 9B By

de lo cual se deduce la férmula [9].

(B) indice de Desercién
_p®)
=1(B,.B,) =
BB =1- 70
Puesto que se cumple que:
() _ 9p()
pll- p@] =1 p)l- p(v)]
5, 95,
es facil ver que:
J _ Jf
——=-pO) D, —=-tlI-m]lI-p1]
9B, 95,
y de alli se arriba a [11].
(C) indice de Lactancia Acumulada
1 1-p0)
ILA=1,,.B,)= 1
(Bo- By 120p, % [1 - p(120):|
En este caso se tiene:
of 1

35~ 1208 [p(120) - p(0)]

de donde se llega, finalmente, a la expresion [13].
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